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АННОТАЦИЯ 

Целью настоящей работы является  представление  
методов для моделирования эволюции распределения 
капель по размерам в результате совместно протекающих 
процессов нуклеации (спонтанной конденсации), гетеро-
генной конденсации/испарения и коагуляции. Приводятся  
результаты расчетов по представленным моделям с со-
поставлением с экспериментальными данными.  

1. ВВЕДЕНИЕ 

Двухфазные полидисперсные паро-капельные 
течения встречаются во многих природных и про-
мышленных условиях, в частности, в паровых тур-
бинах ТЭС и АЭС и др. Ключевым моментом в мо-
делировании таких течений является расчет распре-
деления капель по размерам вследствие фазовых 
переходов, коагуляции, дробления и других процес-
сов с учетом турбулентности. Турбулентность не 
только оказывает существенное влияние на процес-
сы трения и теплообмена в пограничных слоях 
вблизи стенок (в частности, на возможный отрыв 
потока), но может также играть значительную роль 
в формировании скачка спонтанной конденсации 
при трансзвуковом течении переохлажденного пара 
в соплах, турбинных решетках и др. 

Эволюция спектра капель во времени и в про-
странстве описывается кинетическим уравнением 
для функции плотности вероятности (ФПВ) распре-
деления по размерам (массам). Непосредственное 
решение кинетического уравнения в фазовом про-
странстве, по-видимому, имеет смысл только для 
относительно простых модельных задач с целью 
апробации приближенных методов, разрабатывае-
мых для расчета гидродинамически сложных тече-
ний. В настоящей работе для моделирования эво-
люции спектра капель по размерам привлекаются 
три разных метода. Все три метода описания поли-
дисперсности (распределения капель по размерам) 
органично сочетаются с эйлеровым континуальным 
моделированием движения и тепломассопереноса 
двухфазной среды. Первый метод (метод моментов) 
основан на использовании уравнений для моментов 
ФПВ [1,2]. Этот метод требует относительно не-
больших вычислительных затрат, поскольку вовле-
кает в расчеты только уравнения для нескольких 
первых моментов (в данной статье привлекаются 
уравнения для четырех моментов). В то же время 
область применения первого метода ограничена 
случаем очень мелких капель, скорости и темпера-
туры которых незначительно отличаются от соот-
ветствующих характеристик газовой фазы. 

Второй подход к описанию полидисперсных те-
чений (метод фракций) [3] основан на разделении 
спектра капель на ряд фракций с фиксированными 
границами и предположении о возможности обмена 
каплями между разными фракциями в результате 
фазовых переходов, коагуляции, фрагментации и 
т.д. В рамках этого метода ФПВ аппроксимируется 
кусочно-равновероятным распределением, и таким 
образом задача описания спектра капель сводится к 
решению уравнений для массовых концентраций 
отдельных фракций. Метод фракций является суще-
ственно более универсальным по сравнению с ме-
тодом моментов, т.к. может использоваться для по-
строения многоскоростного и многотемпературного 
континуального описания полидисперсной среды. 
Однако в случае моделирования течений со спон-
танной конденсацией или при существенной роли 
коагуляции необходимо введение очень большого 
числа фракций для корректного моделирования 
формирования и роста капель. Поэтому для таких 
течений метод фракций становится слишком гро-
моздким, поскольку требует оперирования с не-
сколькими десятками (а то и сотнями) фракций. По 
существу аналогичные выводы делаются в [5] по 
отношению к лагранжеву методу групп (фракций) 
применительно к расчету течений влажного пара со 
спонтанной конденсацией, а также в [6,7] по отно-
шению к сеточному методу (который является 
идентичным с методом фракций) применительно к 
расчету коагулирующих систем при больших про-
межутках времени. В работе [17] был предложен 
новый метод моделирования эволюции спектра ка-
пель, базирующийся на аппроксимации непрерыв-
ного распределения в виде суммы δ -функций (ме-
тод δ -аппроксимации). Следует отметить, что 
обычно аппроксимация непрерывного спектра δ -
функциями, т.е. представление полидисперсной 
системы капель в виде суммы монодисперсных 
групп, используется в рамках лагранжева подхода, 
когда уравнения движения и тепломассопереноса 
для дисперсной фазы интегрируются вдоль отдель-
ных траекторий частиц. Представленные здесь ме-
тоды описания эволюции спектра капель по разме-
рам приспособлены к эйлерову континуальному 
подходу к моделированию двухфазных течений и 
легко могут быть имплантированы в промышлен-
ные и коммерческие комплексы программ (так на-
зываемые CFD коды). 

В настоящей работе предлагается подход к мо-
делированию двухфазных (парокапельных) тече-
ний, основанный на комбинации всех трех выше-
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описанных методов. Причем метод моментов ис-
пользуется для описания капель, образующихся в 
результате спонтанной конденсации, метод фракций 
– для моделирования начальной влаги, и метод δ - 
аппроксимации – для моделирования начальной 
влаги c учетом коагуляции капель. 

2. ОСНОВНЫЕ  УРАВНЕНИЯ 

В настоящей работе  рассматривается односко-
ростная однотемпературная модель двухфазной 
среды. В этом случае уравнения сохранения массы, 
импульса, полной энергии и  энергии турбулентно-
сти и ее диссипации могут быть записаны в виде 

( ) ( ) ( )
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1 2 3
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где ( ), , , , , , , , , ,
T

W u v w E k Z L N M= ρ ρ ρ ρ ρ ε ρ ρ ρ ρ . 

Здесь Z, L, N, M – переменные, описывающие 
дисперсную фазу. Величины ( ) ( )1 2,F W F W  и 

( )3F W  в (1) – эйлеровые потоки, ( ) ( )1 2,Q W Q W  и 

( )3Q W  – ламинарные вязкие потоки. Слагаемые 

( ) ( )1 2,R W R W  и ( )3R W  в (1) описывают турбу-

лентные вязкие потоки. Величина ( )WΩ  в уравне-

нии (1) описывает источниковый член параметров 
турбулентности  k и ε , ( )J W  – член, описываю-

щий правые части уравнений, описывающих фазо-
вые переходы и эволюцию спектра капель, 

( ) ( )0,0,0,0,0,0,0, , ,
T

F MJ W J J Jδ= ,     (2) 

где величины FJ  соответствуют методу фракций, 

MJ – методу моментов, Jδ  – методу δ -аппрокси-

мации. 

2.1. Метод фракций 

Метод фракций основан на разбиении спектра 
капель на фракции с фиксированными границами и 
предположении одинакового поведения капель 
внутри данной фракции [3]. Таким образом, если 
даны границы фракций nr  ( 0,...,n N= ), то имеется 

N фракций 1 2, 1 2,n nr r− +⎡ ⎤⎣ ⎦ , где 1 2,3 2,...,n =  
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1 2,..., 1 2n N= − . 

2.2. Метод моментов 

Вывод уравнений для моментов ФПВ можно 
найти в [2]. В этом случае в (2) имеем 

* -1
k

Mk kJ Im kmL= + , 10,1,2,3, 0k L−= = .    (4) 

2.3. Метод моментов δ -аппроксимации 

В рамках метода δ -аппроксимации полидис-
персный ансамбль капель моделируется системой 
монодисперсных групп, для чего непрерывная ФПВ 
аппроксимируется в виде суммы δ -функций: 

( )
1

mP N m m
Α

α α
α=

= δ −∑ ,    (5) 

где Nα  − числовая концентрация капель α -группы 

(число капель в единице объема); mα  − средняя 

масса капель α -группы, определяемая как  

M
m

N
α

α
α

= ,         (6) 

где Mα – масса капель α -группы. 

Для нахождения Nα  и Mα  в [16] получены 

уравнения:  
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Тогда в (2) можно записать 
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Число и масса всех капель в единице объема со-
гласно (5) и (6) определяются соотношениями: 

1

N N
Α

α
α=

= ∑ ,  
1

M M
Α

α
α=

= ∑ . (8) 

Как видно из (8), имеет место расщепление ре-
шения по физическим процессам вследствие того, 
что при гетерогенных фазовых переходах сохраня-
ется число частиц, а при коагуляции − их масса. 
Таким образом, задача моделирования эволюции 
спектра полидисперсного ансамбля частиц сводится 
к решению системы уравнений для числовых и мас-
совых концентраций, взаимодействующих благода-
ря коагуляции групп монодисперсных частиц. На-
чальные условия для уравнений (8) могут быть по-
лучены из требования, чтобы аппроксимация (6) 
обеспечила точные значения нескольких моментов 
заданной начальной ФПВ. 
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3. МОДЕЛЬ  ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

В рамках стандартной высоко-рейнольдсовой  
k – ε модели турбулентности (СТВ) коэффициент 
турбулентной вязкости определяется соотношением 
[8] 

2

T
k

cμν =
ε

.         (9) 

Однако известно, что для ряда неравновесных 
течений, например при наличии больших градиен-
тов скоростей в сдвиговых и конфузорно-диффузор-
ных потоках, стандартная k − ε  модель приводит к 
неудовлетворительным результатам, в частности, 
предсказывая ненормально высокий уровень турбу-
лентности вследствие большой погрешности в опи-
сании производства турбулентной энергии. Так, 
применительно к сопловым течениям стандартная 
k − ε  модель может давать нефизически высокие 
значения турбулентной энергии (степени турбу-
лентности) в приосевой зоне [17, 18]. Существенно 
лучшие результаты для таких течений могут быть 
получены путем простейшей модификации k − ε  
модели (МТВ), модифицируя выражение для турбу-
лентной вязкости (9). Предлагаемая модификация 
основывается на подходе, предложенном Speziale 
[9,10] для представления тензора анизотропии в 
виде разложения в ряд Тейлора относительно гра-
диента средней скорости. Первый член разложения 
дает следующее выражение для коэффициента вяз-
кости: 

( )
2

11 1T
c k

c
μν =

+ Π ε − ε
.         (10) 

Соотношение (10) представлено в виде, преду-
сматривающем его совпадение с (9) для равновес-
ных течений ( )Π = ε . Минимально допустимое зна-

чение постоянной 1c =1. 

4. ЧИСЛЕННЫЙ  МЕТОД 

Для численного решения уравнений (1) приме-
нялся метод, используемый в индустриальном коде 
N3S-MUSCL [15]. Этот метод основан на расщеп-
лении (1) по физическим процессам: 

–  по газодинамическим 

( ) ( ) ( )
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1 2 3 1
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y z
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R W R W W
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= + + + +

+ + + Ω

 (11) 

– по фазовым превращениям 

( ).tW J W=                                           (12) 

Для решения уравнения  (11) применяется ап-
проксимация второго порядка по пространству на 
неструктурированных сетках. При этом эйлеровые 

потоки аппроксимируются по методу MUSCL 
(Monotonic Upwind Scheme for Conservative Lows) 
[13]. Для аппроксимации диффузионных членов в 
(11) используется метод конечных элементов. Для 
аппроксимации по времени используются как явная 
схема первого порядка, так и неявная второго по-
рядка [14, 15]. 

Поскольку в уравнениях (12) отсутствуют про-
изводные по пространству, т.е. представляют собой 
систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, то они могут быть решены в каждом узле про-
странственной сетки независимо от остальных. 

Для решения (12) применяется классический ме-
тод Рунге-Кутта четвертого порядка. Основная про-
блема использования явных методов заключается в 
том, что время релаксации процессов фазовых пре-
вращений может оказаться меньше шага интегриро-
вания по времени tΔ . В таком случае метод оказы-
вается вычислительно неустойчивым.  Для преодо-
ления этой проблемы на каждом шаге интегрирова-
ния по времени проверяется знак величины sp p−  

при вычислении J(Y). Если знак меняется, то проце-
дура Рунге-Кутта  прекращается и определяется 
состояние равновесия как промежуточное значение 
между состоянием перегрева Y ′ , когда sp p− > 0, и 

состоянием переохлаждения Y ′′ , когда sp p− < 0. 

Таким образом, методом дихотомии находим s, где 
0 1s≤ ≤ , для которого состояние ( )1W sY s Y′ ′′= + −  

соответствует состоянию равновесия. 

5. РЕЗУЛЬТАТЫ  РАСЧЕТОВ 

На рис. 1 показано распределение давления по 
длине сопла при отсутствии и при наличии началь-
ной влаги для условий экспериментов [12]. В этих 
экспериментах полное давление было постоянным 

0p =3.16⋅104 Па, а полная температура 0T  варьиро-

валась. Таким образом, рис. 1 демонстрирует влия-
ние начального перегрева пара на процесс спонтан-
ной конденсации, а также влияние мелкодисперс-
ной начальной влаги на процесс спонтанной кон-
денсации. При наличии 0.4% начальной влаги раз-
мером 0.08мкм процесс расширения происходит 
равновесно (кружки на рис. 1) 
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Рис. 1. Распределение давления вдоль оси сопла 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Представлен новый эйлеровый подход к моде-
лированию двухфазных турбулентных течений с 
фазовыми переходами. 

Стандартная k − ε  модель турбулентности не-
пригодна для расчета течений со спонтанной кон-
денсацией. 

Предложена простая модификация турбулентной 
вязкости в рамках k − ε  модели, которая может 
быть успешно применена для моделирования рас-
сматриваемых течений. 

Предложенный подход  позволяет адекватно 
описать сверхзвуковые течения со спонтанной кон-
денсацией как при наличии, так и при отсутствии 
начальной дисперсной влаги на входе. 

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 

( )2 2 21

2
E e u v w k= ρ + ρ + + + ρ  – полная энергия; 

I – скорость нуклеации по Френкелю-Зельдовичу [12]; 
k – кинетическая энергия турбулентности; 

0

( )k
k mL m P m dm

∞
= ∫  – моменты ФПВ; 

*m  – критическая масса капли; 

m  – скорость роста капли, определяемая по соотноше-
нию Герца-Кнудсена [12]; 

u, v и w – декартовые компоненты скорости двухфазной 
среды;  

( )1 2,m mβ  – ядро коагуляции; 

ρ  – плотность двухфазной среды;  
ε  – диссипация энергия турбулентности. 
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