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АННОТАЦИЯ 

Получено решение задачи о динамике нагрева жидко-

сти в цилиндрическом баке при постоянном тепловом 

потоке через боковую стенку. Основной характеристикой 

процесса естественной конвекции, необходимой для ре-

шения задачи, является зависимость расхода жидкости, 

вовлеченной в движение на нагреваемой стенке, от про-

дольной координаты. В предположении об отсутствии 

теплообмена между соседними слоями жидкости получе-

но аналитическое решение. Приведены формулы для рас-

чета распределения температуры в баке во времени и 

пространстве при ламинарном и турбулентном режимах 

естественной конвекции. Проведена оценка влияния фак-

торов нестационарности и теплопроводности. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Задача нагрева жидкости в вертикальном баке 

имеет важное значение для оптимизации рабочих 

процессов ракет и космических аппаратов. В по-

следние годы ей уделяется значительное внимание, 

что, в частности, нашло отражение в трудах РНКТ. 

Тем не менее существующая в космической отрасли 

Украины методика расчета параметров термическо-

го расслоения компонентов топлива в ракетных ба-

ках при воздействии внешних атмосферных усло-

вий не удовлетворяет пользователей.  

В данной работе описаны математические осно-

вы методики, позволяющей быстро рассчитывать 

температурные профили в топливных баках. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассматривается динамика жидкости в цилинд-

рическом баке (рис. 1), боковая сторона которого 

нагревается заданным тепловым потоком qw.  

Высота жидкого объема равна Н, радиус бака R. 

В результате нагрева на боковых стенках образуется 

естественно-конвективный пограничный слой, в 

котором нагретая жидкость поднимается вверх. 

Достигнув свободной поверхности, жидкость расте-

кается по ней и затем опускается вниз, образуя в 

центральной части бака неравномерно прогретую 

зону — температурно-стратифицированный слой 

(затемненная область на рис. 1).  

Температура и скорость жидкости значительно 

изменяются по радиусу только в узкой области, 

прилежащей к стенке, — в пограничном слое. В 

центральной части бака — в ядре —  температура и 

скорость практически постоянны по горизонтали 

[1]. Благодаря этому вертикальный поток жидкости 

в ядре можно считать одномерным.  

 

Рис. 1. Схематическая картина линий тока в баке с подог-

ревом через стенки 

Область растекания нагретого потока на свобод-

ной границе жидкого объема имеет небольшую 

протяженность [1]. Поэтому, в пределе, можно счи-

тать, что жидкость, нагретая в пограничном слое и 

выходящая на поверхность, мгновенно растекается 

по всей свободной поверхности, сохраняя свою 

температуру.  

Системы координат: в пограничном слое, вслед-

ствие его малой толщины в сравнении с радиусом 

бака используется декартова система, причем ось х 

направлена вверх от нижнего края стенки, а в цен-

тральной части — ядре — цилиндрическая, в кото-

рой ось z начинается на свободной поверхности 

жидкого объема. В начальный момент жидкость 

неподвижна и равномерно прогрета. Теплообмен на 

свободной поверхности и на днище бака отсутствует.  

Расход жидкости в пограничном слое G(x) про-

порционален числу Нуссельта. На ламинарном ре-

жиме естественной конвекции при постоянной тем-

пературе стенки Nuх ~ Grх
1/4 [2], т.е. G(x) ~ x3/4. При 

нагреве постоянным тепловым потоком Nuх ~ 

~ Grх*
1/5, где Grх* — модифицированное число 

Грасгофа (пропорциональное х4) [3], т.е. G(x) ~ x4/5. 

Для естественной конвекции в большеразмерных 

баках, например в топливных баках ракетоносите-

лей, характерны большие значения числа Рэлея и 

ламинарная область течения на боковой стенке за-

нимает малую в сравнении с общей высотой зону. В 
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таких случаях оправдано предположение о том, что 

турбулентный режим течения начинается непосред-

ственно от нижнего края стенки. При постоянной 

температуре стенки Nuх ~ Grx
1/3  [2, 3], а при посто-

янном тепловом потоке Nuх ~ Grх*
1/4, т.е. в обоих 

случаях G(x) ~ x.  

Вследствие неразрывности расход G(x) равен 

расходу жидкости в ядре в том же горизонтальном 

сечении, т.е. при z = Н – х. Следовательно, скорость 

движения жидкости в ядре находится по формуле 

v = G(H – z)/πR2ρ.                 (1) 

Благодаря тому, что градиент температуры в 

стратифицированной области обычно невелик [1], 

можно в первом приближении пренебречь теплооб-

меном между соседними слоями, т.е. положить, что 

каждый горизонтальный элементарный (бесконечно 

тонкий) слой жидкости движется без изменения 

температуры. Тогда распределение температуры во 

всем стратифицированном слое описывается урав-

нением 

0
dT T T

v
dt t z

∂ ∂
= + =

∂ ∂
. (2) 

Точное решение его при скорости, зависящей 

только от координаты, имеет следующий вид: 

0

0

θ

z

dz
T T t

v

⎛ ⎞
⎜ ⎟− = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ , (3) 

где T0 — начальная температура жидкости. В дан-

ном выражении θ − произвольная функция. Ее кон-

кретный вид определяется, если известна зависи-

мость температуры при z = 0 (на свободной поверх-

ности).  

Нижняя граница стратифицированного слоя в 

какой-либо момент времени отвечает положению 

начального элементарного слоя, т.е. возникшего в 

сечении z = 0 в момент t = 0. Следовательно, его 

положение z = z0 определяется из уравнения 

0

0

z

dz
t

v
=∫ . (4) 

Чтобы найти функцию θ, рассмотрим тепловой 

баланс всего стратифицированного слоя. Тепло, 

которое поступило в бак за определенное время t, в 

конечном счете пошло на нагрев стратифицирован-

ного слоя. Следовательно, имеет место соотноше-

ние 

0

2

w 0

0 0 0

2π π ρ ( )

zt H

R q dx dt R c T T dz
⎛ ⎞
⎜ ⎟ = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ . (5) 

Из предыдущего ясно, что скорость жидкости в 

ядре является степенной функцией координаты:  

v(х) ~ xn или 

1

n n

x z
v v v

H H

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (6) 

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ  ПРОФИЛЯ 

ТЕМПЕРАТУРЫ  ПРИ  ЛАМИНАРНОМ 

РЕЖИМЕ 

Рассмотрим вначале ламинарный режим конвек-

ции, при котором п = 4/5 (qw = const). Распределе-

ние температуры в стратифицированном слое в 

этом случае описывается формулой 

0

0

1/ 5

θ

5
θ 1 1 .

z

dz
T T t

v

H z
t

v H

⎛ ⎞
⎜ ⎟− = − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞
= − ⎢ − − ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫
                     (7) 

При постоянном тепловом потоке формула (5) 

приобретает вид 

1/ 5

w

0

2 5
θ 1 1

ρ

a
z

q H z dz
t t

R c v H H

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞
= − ⎢ − − ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ . (8) 

Обозначив через U аргумент функции θ, полу-

чим после некоторых преобразований 

( )
4

w

0

2
θ 1 ( )

ρ 5

t
Hq v

t U t U dU
R cv H

′⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥′ ⎣ ⎦
∫ . 

Обозначим: 

w

ρ
τ ; ; ( ) θ( )

5 5 2

v v R cv
t U f U

H H q H

′ ′ ′
= ϕ = ϕ = . (9) 

Тогда уравнение (9) можно представить в обоб-

щенном виде 

( )
τ

0

τ (1 τ ) Nf d= ϕ − + ϕ ϕ∫ . (10) 

где N = 4.  

Решение этого уравнения можно провести двумя 

способами. Первый состоит в 5-кратном дифферен-

цировании выражения (10) по τ, в результате чего 

получается дифференциальное уравнение 5-й сте-

пени с постоянными коэффициентами, решение 

которого представляет собой сумму экспонент, ум-

ноженных на постоянные интегрирования. Послед-

ние находятся подстановкой общего решения во все 

предыдущие уравнения. В результате получим 

f (τ)= exp(1.7294442τ)[0.91474669 cos(0.88897438τ)+ 

+ 0.47020098 sin(0.8889743761 τ)] + 

+ exp(0.27055577 τ)[0.08525331 cos(2.50477590 τ) + 

+ 0.78926591 sin(2.504775904 τ)]. (11) 

Таким образом, распределение температуры в 

ядре рассчитывается по формуле 

w
0

1/ 5

2
(τ ),

ρ

τ 1 1 .
5

q H
T T f

R cv

v z
t

H H

′− =
′

′ ⎛ ⎞′ = − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                  (12) 

Функция f (τ′) — это функции f (τ) в формуле 

(11), в которой аргумент τ заменен на τ′.  
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Зависимость нижнего края стратифицированно-

го слоя от времени в соответствии с формулой (4) 

имеет вид 

5

0
1 1

5

z v t

H H

′⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (13) 

Начиная с момента t = 5H/v′, стратифицирован-

ный слой будет простираться на всю длину бака. 

При этом уравнение (12) не изменится. Отличие 

этой ситуации от предыдущей заключается лишь в 

том, что ранее к нижнему краю стенки жидкость 

подходила с постоянной температурой Т0, а теперь 

— с переменной во времени Т(z = H).  

Второй способ решения уравнения (10) заключа-

ется в приведении его к известному виду инте-

гральных уравнений. Введем функцию 

τ

0

ψ(τ) ( )f d= ϕ ϕ∫ . 

Интегрируя (10) по частям, получаем 

τ

1

0

ψ(τ) τ ψ( )(1 τ) NN d−

= + ϕ −ϕ+ ϕ∫ . 

Это есть уравнение Вольтерра второго рода с 

ядром типа свертки, которое в общей форме имеет 

вид 

0

ψ(τ) (τ) ψ( ) (τ )g k d

τ

= + ϕ −ϕ ϕ∫ . (14) 

Решение подобных уравнений находится с по-

мощью преобразования Лапласа: 

τ

0

( ) ( ) ;pF p e d

∞

−

= ψ τ τ∫  

Применяя это преобразование к (14), получаем 

( )
( )

1 ( )

G p
F p

K p
=

−

, (15) 

где (τ) ( ); ( ) ( )g G p k K p→ ϕ → . 

В рассматриваемом случае 

2

1

1
0

1
( ) ,

( 1)
( ) ! .

( 1)!

jN
N

j
j

G p
p

K p p N
N j p

−

+

=

=

−

= −

− −

∑

       (16) 

Таким образом, 

2

11

0

( ) ,
( )

( 1)
( ) ! .

( 1)!

N

j N jN
N

j

p
F p

Z p

p
Z p p N

N j

−

− −−

=

=

−

= −

− −

∑

               (17) 

В знаменателе функции F(p) имеется полином, 

поэтому для нахождения обратного преобразования 

следует использовать теорему вычетов. 

В результате получаем: 
2

1

ψ(τ) exp( τ);
( )

NN
k

k

kk

p
p

Z p

−

=

=

′
∑  

1

1

(τ) exp( τ);  
( )

NN
k

k

kk

p dZ
f p Z

Z p dp

−

=

′= =

′
∑ . (18) 

Для N = 4 будем иметь 
3 2

4( ) 4! 1
3! 2!

p p
Z p p p

⎛ ⎞
= − − + −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Расчет по формуле (18) , естественно, совпадает 

с решением (11). 

Из анализа полученного решения следует, что в 

начальный момент значение температуры на сво-

бодной поверхности жидкого объема отлично от 

нуля. Это есть следствие предположения о том, что 

выражение (5) справедливо в любой момент време-

ни, в том числе и в начальный. Иными словам, 

предполагается, что уже в начальный момент суще-

ствует стационарный процесс движения массы 

жидкости вдоль боковой стенки и на свободную 

поверхность выносится слой жидкости, прогретый 

всем теплом, выделенным на стенке. В действи-

тельности же имеет место начальный период обра-

зования стратифицированного слоя, в течение кото-

рого, во-первых, происходит выход процесса кон-

векции на установившийся режим. Во-вторых, про-

исходит нарастание температуры жидкости, выне-

сенной на поверхность, вследствие конечной скоро-

сти движения жидкости в пограничном слое.  

Длительность первого процесса можно оценить 

на основе формулы Черчилля для установления 

стационарной конвекции, приведенной в [2]: 

1/ 6
3

2
6

x xs xs

π
Nu Nu 1 Nu

4

x

at

−

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= + ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

. 

По этой формуле можно оценить время t1, за ко-

торое добавок к единице в квадратных скобках бу-

дет иметь порядок малой величины ε: 

2
2

1 Hs1/ 3

π ρ
Nu

λ4(6ε)

H c
t

−

≈ . 

Суть второго процесса заключается в том, что в 

течение некоторого времени от начала нагрева на 

свободную поверхность выносятся слои, которые 

были нагреты теплом, выделившимся на участках 

стенки, близлежащих к свободной поверхности, и 

вследствие этого были нагреты незначительно. 

Время установления этого процесса можно оценить, 

если учесть, что характерная скорость конвективно-

го потока вдоль нагреваемой стенки имеет порядок 

w 0β( )u g T T x≈ − .  

Отсюда получаем, что время, в течение которого 

частицы, находившиеся на нижнем крае стенки, 

достигнут свободной поверхности, примерно равно 

2 H

w 0 w

λ
2 2 Nu

β( ) β

H
t

g T T g q
≈ =

−

. 
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Если максимальный из периодов t1 и t2 сопоста-

вим с общей длительностью процесса конвекции, то 

необходимо рассматривать нестационарную кон-

векцию. Если же они малы, то можно считать, что 

указанная первоначальная температура на свобод-

ной границе устанавливается мгновенно.  

Кроме того, решение дает скачок температуры 

на нижней границе стратифицированного слоя, что 

является следствием предположения об отсутствии 

теплообмена между соседними слоями. Ясно, что 

резкий фронт температуры со временем должен 

размываться за счет теплопроводности. Область, в 

которой происходит спад температуры до первона-

чальной (Т0), имеет приближенно следующий раз-

мер: 

λ
12

ρ

t
z

c

Δ ≈ . 

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ  ПРОФИЛЯ  
ТЕМПЕРАТУРЫ  ПРИ  ТУРБУЛЕНТНОМ 
РЕЖИМЕ 

Теперь обратимся к турбулентному режиму кон-

векции, при котором v ~ x. Из соотношений (1), (3) и 

(4) следует 

0

0

1 ,

θ ln 1 ,

1 exp . 

x z
v v v

H H

H z
T T t

v H

z v t

H H

⎛ ⎞′ ′= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
− = + −⎜ ⎟⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

′⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

                       (19) 

Интересно, что нижняя граница стратифициро-

ванного слоя не достигает дна бака (z0 = H) за ко-

нечное время. Подставляя в (5), получаем 

0

w

0

2
θ ln 1

ρ

z

Hq H z
t t dz

R c v H

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ . 

Обозначая аргумент функции θ через U, после 

некоторых преобразований находим 

w

0

2
exp θ( )exp

ρ

t
Hq v v

t t U U dU
R cv H H

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ . (20) 

После дифференцирования по t получаем 

w2
( ) 1

ρ

Hq v
t t

R cv H

′⎛ ⎞ϕ = +⎜ ⎟′ ⎝ ⎠
. 

Таким образом, распределение температуры в 

стратифицированном слое по высоте и по времени 

при турбулентном режиме конвекции определяется 

формулой 

w
0

2
1 ln 1

ρ

Hq v z
T T t

R cv H H

′⎡ ⎤⎛ ⎞
− = + + −⎜ ⎟⎢ ⎥′ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. (21) 

 

5. ПРИМЕР  РАСЧЕТА 

На рис. 2 показано сопоставление распределений 

температуры в стратифицированном слое для лами-

нарного и турбулентного режимов для разных мо-

ментов  времени в форме нижеследующих зависи-

мостей. Для ламинарного режима: 

5

L

1
(η); η 1 (1 ζ)

5
f f t= = − + − , 

где ; ζ
v t z

t
H H

′

= = . 

Функция f(η) соответствует формуле (11), в ко-

торой аргумент τ заменен на η. 

Для турбулентного режима:  

T 1 ln(1 ζ)f t= + + − . 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2

4

1a

1b
2a

2b
3b

3a

fL
fT

�  

Рис. 2. Сопоставление профилей температур жидкости в 

баке при ламинарном (a, сплошные линии) и турбулент-

ном (b, пунктир) режимах естественной конвекции:  

1 —⎯t = 1;  2 — ⎯t = 3; 3 — ⎯t = 5 

Из рисунка видно, что различие ламинарного и 

турбулентного режимов формирования стратифи-

цированных слоев как по величине и форме распре-

деления температуры, так и по размеру слоя в коор-

динатах ⎯t и ζ невелико. Очевидно, это обусловлено 

тем, что показатель степени 4/5 в зависимости ско-

рости v от координаты при ламинарном режиме 

достаточно близок к единице, которая соответству-

ет турбулентному режиму. 

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 

Grx = gβ(Tw – T0)x
3/ν2 — число Грасгофа; 

Grx∗ = gβ(Tw – T0)x
4/ν2λ— модифицированное число 

Грасгофа; 

Nux = qwx/λ(Tw – T0)— число Нуссельта; 

Nuxs — стационарное число Нуссельта; 

pk — корень функции Z(p); 

T0 — начальная температура. 
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